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Inleiding 
 

Waarom heeft de harmonische toonladder zo’n voorname, edele, soms bijna trotse klank? Die 

vraagt rijst bij het beluisteren van veel van de muziek van Johann Sebastiaan Bach, van wie 

bekend is dat hij Hongaarse voorouders had. In sectie A zal deze toonsoort en tevens de 

zigeunertoonladder centraal staan, ook in verband met een toetsenplanimetrie, die afwijkt van 

wat we op het gebied van microtonale toetsenbordontwerpen sinds Bosanquet gewend zijn. 

De theoretische uitwerking daarvan is te lezen in sectie B. In sectie C zullen de configuraties 

van deze toonladders op die bijzondere toetsenplanimetrie aan de orde komen. 

 

A Toonladders 
 

Het begrip reine of epimore toonladder 

 

Onder een rein interval wordt een epimoor of het product van epimoren verstaan. Een 

epimoor is een interval dat kan worden uitgedrukt in een quotiënt bestaande uit 

opeenvolgende gehele getallen. Het begrip “rein” kan worden uitgebreid naar een toonladder 

waarin uitsluitend epimoren voorkomen in de volgorde der intervallen. De producten van op 

elkaar volgende epimoren zijn dikwijls ook weer epimoren. Ik stel voor in dit geval te spreken 

van een “reine” of een “epimore” toonladder. In een reine toonladder kunnen opeenvolgende 

intervallen niet dezelfde waarde hebben. Wanneer dit al geldt voor de diatonische toonladders 

met reine tertsen, waarom zou dit dan ook niet gelden voor de harmonische toonladder en de 

zigeunertoonladder?  

 

3-, 5-, en 7-limit toonladders  

 

Een vijftonige toonladder bestaat uit de kwintenstapeling C G D A E rondom een centrale 

toon D en de volgorde in stijgende toonhoogten binnen een octaaf is als volgt: A C D E G. In 

het 3-limit concept van een pentatoons toonladder zijn alleen de kwinten, de kwarten en de 

secunden (hele pythagorese hele tonen) rein. Wanneer we het 3-limit concept van een 

pentatoons toonladder C G D A E , zijnde een kwintenreeks, uitbreiden met nog twee 

kwinten, verkrijgen we een heptatoons toonladder, ofwel een diatonische toonladder, waarin 

hele en halve toons afstanden elkaar in toonhoogte opvolgen, en zowel een majeur als mineur 

toonsoort genereren. Ook in deze toonladder zijn alleen de kwinten, de kwarten en de 

secunden rein.  

 

Zowel de vijftonige als de zeventonige diatonische toonladder zijn ook, teneinde een toename 

van reinheid, d.w.z. een globale toename van consonantie, te verkrijgen te definiëren in een  

5-limit concept. Nu blijken er niet alleen meer epimoren in een toonladder voor te komen, 

maar ook de producten van opeenvolgende epimoren vormen opnieuw epimoren. Een bekend 

voorbeeld is de opeenvolging van grote en kleine terts 5/4 en 6/5. Het product van beide is 

3/2, een kwint. De reine grote terts is het product van 9/8 en 10/9. En het product van reine 

grote terts en reine diatonische halve toon is een kwart: 5/4 . 16/15 = 4/3. Het product van 

majeur hele toon en diatonische halve toon is kleine terts; 9/8 . 16/15 = 6/5. 

 

De melodische toonladder is niet interpreteerbaar is in een 3-limit concept, omdat niet alle 

tonen passen in een kwintenstapeling.  Deze toonladder  is een hybride toonladder met zowel 

majeur als mineur aspecten: 9/8 – 16/15 – 10/9 – 9/8 – 10/9 – 9/8 – 16/15. 
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De harmonische toonladder, die op 1 toon na samenvalt met de melodische toonladder,  past 

om gelijksoortige redenen ook niet in een 3-limit concept. Een 5-limit interpretatie levert 

echter het probleem op dat het op één na laatste interval geen reine kleine terts kan zijn, tenzij 

het laatste interval een chromatische halve toon zou zijn. Maar dit laatste is uitgesloten, 

aangezien dan dit laatste interval aangeduid zou worden met dezelfde letters, waarvan één met 

een kruis of mol. De oplossing van dit vraagstuk wordt duidelijk bij de beschouwing van de 

zigeunertoonladder, die op 1 toon na overeenkomt met de harmonische toonladder. 

 

De zigeunertoonladder wordt door prof. A. D. Fokker geconcipieerd als zijnde 5-limit. In dit 

concept komen 2 op elkaar volgende diatonische halve toons intervallen voor met de waarde 

van 16/15. Dit doet meteen denken aan het 3-limit concept van een diatonische toonladder  

waarin een opeenvolging van pythagorese hele tonen (9/8) voorkomt. Afgezien daarvan doet 

zich hetzelfde probleem voor als bij de harmonische toonladder, namelijk de aanwezigheid 

van een onreine kleine terts,  zelfs tot twee maal toe. 

Aangezien in een reine diatonische toonladder een reine terts wordt gevormd door twee op 

elkaar volgende epimoren, te weten 9/8 en 10/9, ligt het voor de hand de vraag te stellen of in 

een “reine” zigeunertoonladder eveneens sprake is van op elkaar volgende epimoren in geval 

van de twee op elkaar volgende diatonische halve tonen. De meest waarschijnlijke en 

overtuigendste oplossing is: 15/14 gevolgd door 16/15. Het product van deze intervallen is 

8/7. Het product van het derde en het vierde interval is in ieder geval een reine grote terts. De 

oplossing moet dus zijn: 7/6 . 15/14 = 5/4. Deze oplossing geldt ook voor de laatste twee 

intervallen van deze toonladder.  

De conclusie is dat een “reine” zigeunertoonladder bij voorkeur als 7-limit geconcipieerd kan 

worden, met deze op elkaar volgende intervallen: 

9/8 – 16/15 – 7/6 – 15/14 – 16/15– 7/6 – 15/14. 

Ook een “reine” harmonische toonladder, die kan worden beschouwd als een hybride van 

melodische toonladder en zigeunertoonladder, kan dus 7-limit zijn! 

 

 

 

 
 

Fig. 1 

Tonaal veld (5-limit Matrix Model) waarin alle vijf- en zeventonige toonladders passen. 

Hierbij uitgaande van grondtoon G of D. 
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B Theorie planimetrische configuraties van intervalcomplexen 
 

Uitgangspunt theorie   

 

Architectuur en muziek zijn aan elkaar gerelateerd. Een gegeneraliseerd toetsenbord onthult 

bij uitstek deze relatie. In deze theorie worden ook de conceptuele verschillen verklaard 

tussen de planimetrieën van Robert Bosanquet, Jean Paul White en Larry Hanson.  

Een belangrijke rol hierin spelen de zogenaamde leidtoon-intervallen. Leidtoon intervallen 

(leidtoon = majeur/mineur) vormen verborgen toegangen tot andere vectoriële 

intervalsrichtingen. Leidtoon-intervallen worden gedacht te ontstaan uit een verdeling van een 

interval volgens zowel het harmonisch als het rekenkundig midden.  

 

 

 

Intervallen en hun onderlinge samenhang    

  

Zuivere intervallen worden gevormd door frequenties, van welke de onderlinge verhoudingen 

kunnen worden beschreven met behulp van eenvoudige gehele positieve getallen. 

Uitgaande van het getal 1 als beginpunt kunnen wij deze gehele positieve getallen in een 

Multi-dimensionaal continuüm volgens priemvectoren rangschikken, waarbij iedere richting 

bestaat uit een exponentiële reeks van intervallen: (a/b)ⁿ.  Wanneer we stellen b = 1, dan 

geldt: (a/1)ⁿ = aⁿ. Met behulp van tweedimensionale doorsneden kunnen intervalsbetrekkingen 

worden onderzocht. Als eerste opzet priemgetal 2 op horizontale as: 

   

                                                                                                     9 

                                                                                        3      6      12 

                                                                             1      2      4      8       16 

 

Fig. 2 

  

In de volgorde der gehele getallen is 3 het getal dat vanuit het getal 1 een nieuwe vector-

richting vormt. Bovenstaande getallenconfiguratie kan ook als volgt worden afgebeeld: 

 

 

8 

4         12 

2           6          18 

1             3          9          27 

 

Fig. 3 

  

De figuren a en b zijn op logarithmische schaal, d.w.z. bij iedere machtsverheffing gelijke 

afstand. Beschouwen we in een 2-dimensionale doorsnede (matrix) van het oneindig 

universum der gehele getallen twee aan elkaar grenzende gelijkzijdige driehoeken (conform 

figuren 2 en 3; zie hierboven), dan is het produkt van de twee getallen op de 

gemeenschappelijke zijden gelijk aan dat van de twee getallen op de middelloodlijn van die 

zijde die de tophoeken van beide driehoeken met elkaar verbindt.  
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In de matrix gaat deze stelling niet slechts op voor gelijkzijdige driehoeken; ieder paar 

gelijkvormige driehoeken, waarvoor geldt dat ze een zijde gemeenschappelijk hebben en 

waarvan gelijkvormigheid kan worden aangetoond door middel van 180 graden rotatie om het 

midden van de gemeenschappelijke zijde, voldoet aan deze eigenschap. 

 

N.B.: Het is ook mogelijk een driedimensionale doorsnede te maken met behulp van drie 

loodrecht op elkaar staande priemvectoren, bijvoorbeeld die van de getallen 3, 5 en 7. 

Dit heeft prof. A. D. Fokker gedaan; het octaaf is daarbij weggelaten en grafisch kunnen 

kwinten/kwarten, reine grote en kleine tertsen alsmede aan de natuurseptiem gerelateerde 

intervallen grafisch worden voorgesteld. 

  

De onderlinge samenhang van intervallen kan ook worden weergegeven door navolgende 

stamboom uitgaande van het octaaf-interval, waarbij de verdeling van intervallen volgens het 

rekenkundig midden blijkt. 

  

01: 02 

02 : 03 : 04 

04 : 05 : 06 : 07 : 08 

08 : 09 : 10 : 11 : 12 : 13 : 14 : 15 : 16 

16 : 17 : 18 : 19 : 20 : 21 : 22 : 23 : 24 : 25 : 26 : 27 : 28 : 29 : 30 : 31 : 32 

enzovoort.                              

 

Fig. 4 

  

Er is ook een stamboom van het octaaf-interval mogelijk, waarbij de verdeling van intervallen 

volgens een ander dan een rekenkundig midden  zichtbaar wordt. 

  

½ : 1 

¼ : 1/3 : ½ 

1/8 : 1/7 : 1/6 : 1/5 : ¼ 

1/16:1/15:1/14:1/13:1/12:1/11:1/10:1/9:1/8 

1/32:1/31: 1/30:1/29:1/28:1/27:1/26:1/25:1/24:1/23:1/22:1/21:1/20:1/19:1/18:1/17:1/16 

 

enzovoort                                

 

Fig. 5 

  

De middens der intervallen, die aldus gevonden worden, noemen we harmonisch. Vergelijken 

we nu fig. 4 en fig. 5, dan zien we onderling een spiegelbeeldig patroon. In het eerste geval 

wordt het octaaf verdeeld in achtereenvolgens kwint en kwart, en in het tweede geval is de 

volgorde omgekeerd, zodat we achtereenvolgens verkrijgen kwart en kwint. Voor de 

verdeling van de kwint en de kwart geldt dezelfde omkering van volgorde, enzovoort. 

Wanneer we nu beide stambomen van het octaaf-interval laten samenvallen, dan kunnen alle 

intervallen gedacht worden te kunnen worden verdeeld op twee manieren, namelijk volgens 

het rekenkundig midden en volgens het harmonisch midden. De verhouding tussen het 

harmonisch midden en het rekenkundig midden van een gegeven interval is eveneens een 

interval. Wanneer we uitgaan van een gegeven interval, dan kunnen we daaruit dus nog 3 

andere intervallen afleiden.  
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Dit is van belang wanneer we denken aan het denkbeeldig construeren van een 

gegeneraliseerd toetsenbord, hetgeen in Sectie C van deze beschouwing aan de orde komt in 

verband met het ontwerp van Gert Vos. Deze denkbeeldige constructie wordt dan gedacht 

afgeleid te zijn van een projectie van intervalreeksen (exponentieel) in een logarithmische 

schaalverdeling op de planimetrie van het toetsenbord, waarbij er dus enkel zuivere 

intervallen voorkomen. In het geval dat we uitgaan van een octaaf verkrijgen wij aldus enkel 

pythagoreïsche intervallen, 3-limit. 

 

 

Definities en deducties 
  

Uit een gegeven interval kunnen 3 andere intervallen worden afgeleid. Om deze drie 

intervallen  te benoemen, stel ik voor gebruik te maken van reeds bestaande musicologische 

termen en deze te generaliseren. Dit betekent, uitgaande van een octaaf, dat de kwint de major 

wordt genoemd, de kwart de minor, en de pythagoreïsche hele toon het leidtoon-interval. 

Hetzelfde geldt wanneer we ieder ander interval als uitgangspunt nemen dat wiskundig voor 

de intervalsverhoudingen geldt: interval = major . minor; leidtoon = major / minor.   

In formule uitgewerkt aldus: 

  

interval                             =   (x² + x)(x² – x) = (x + 1)(x – 1) 

rekenkundig midden     =    x² 

harmonisch midden       =   (x² -  1) 

major                                 =    x/(x-1)  of  (x²+x)/(x²-1) 

minor                                =   (x+1)/x  of   (x²-1)/(x²-x) 

leidtooninterval              =   x²/(x² -  1)        

 

Vervolgens kunnen we ons bezighouden met de vraag hoeveel maal een leidtoon-interval 

binnen een major of minor-interval past. Welke waarde bedraagt in dat geval de exponent van 

het leidtoon-interval? De inductieve methode leidt bij de beantwoording van deze vraag tot de 

navolgende uitkomst: 

 

major: x 

minor: x-1 

  

Dit wil zeggen dat, wanneer het exponent van het leidtoon-interval groter is dan voornoemde 

waarden, de totale uitkomst ook groter is dan het interval waarvan deze is afgeleid. De 

exponentiële reeksen van het leidtoon-interval en hun verhouding tot het interval waarvan 

deze is afgeleid, staan centraal in de benadering van deze beschouwing. Het aantal leidtoon-

intervallen binnen het gehele interval bedraagt dus x + x – 1 = 2x –1. Gaan we uit van het 

octaaf ( = 2/1 ), dan past het leidtoon-interval ( = 8/9 ) dus (2 . 3 – 1) = 5 maal binnen het 

octaaf, dus net niet 6 maal ! Het interval  (9/8)
5    

 = 1,802032470703125 …. , en (9/8)
6
  =   

2, 027286529541015625…; in het eerste geval kleiner dan 2/1 en in het tweede geval groter 

dan 2/1. Exact is het aantal malen dat een leidtoon-interval past binnen een interval, gelijk aan 

de logarithme uit dat interval, waarbij het leidtoon-interval het grondtal is, hetgeen equivalent 

is aan: log interval/log leidtoon. De uitkomst is dan groter dan 2x-1. 

Het aantal keren dat een pythagoreïsche hele toon past in een octaaf bedraagt is:  

5, 884919236171185509743480647783… , dat wil zeggen: het aantal malen dat de 

pythagoreïsche hele toon op logarithmische schaal afgebeeld kan worden binnen een octaaf.  
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Behalve de vaststelling dat er in een gegeven interval (2x-1) leidtoon-intervallen passen, moet 

er ook op worden gewezen dat de afbeelding van deze leidtoon-intervallen binnen dit gegeven 

interval zodanig is, dat er sprake is van 2 rijen. Immers, wanneer we uitgaan van het 

harmonisch midden van een interval, dan kunnen we dit als beginpunt beschouwen van een rij 

leidtoon-intervallen, waarin ook het rekenkundig midden van het interval is opgenomen. Ook 

het begin van het gegeven interval is het startpunt van een rij leidtoon-intervallen.  Beide rijen 

overlappen elkaar dus dakpansgewijs wanneer we deze grafisch in een logarithmische 

schaalverdeling afbeelden. Hiermee komen we dus op een definitie van het begrip rij in het 

kader van toetsenplanimetrie: een rij is een opeenvolging van toetsen, die leidtoon-intervallen 

vormen. Alle andere opvolgingen van aaneengesloten toetsen kunnen wij als kolommen 

beschouwen.  

 

Zowel rijen als kolommen vertegenwoordigen eveneens bepaalde vectoriële richtingen op de 

toetsenbordplanimetrie. De toetsenplanimetrie wordt volledig bepaald door deze twee 

gegevens, namelijk het aantal leidtoon-intervallen binnen een gegeven interval en 2 aan elkaar 

evenwijdige rijen van toetsen die de opeenvolging uitbeelden van leidtoon-intervallen op 

logarithmische schaal. 

  

Voor de verdere begripsvorming met betrekking tot de hierna te bespreken probleemstelling 

aangaande gegeneraliseerde toetsenborden, is het van belang stil te staan bij het begrip 

invariantie en in samenhang daarmee de rij of de reeks van Fibonacci. 

De rij van Fibonacci is genoemd naar Leonardo van Pisa, bijgenaamd Fibonacci, die de rij 

noemt in zijn boek Liber abaci. In woorden is elk element van de rij steeds de som van de 

twee voorgaande elementen, beginnend met 0 en 1. De rij blijkt interessante eigenschappen en 

verbanden te bezitten met onder andere de gulden snede. De eerste elementen van de rij zijn 

dan als volgt: 

 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 

10946, ...  

Het is evenwel niet duidelijk wie als eerste de rij heeft uitgedacht. Toen Fibonacci 20 jaar 

was, ging hij naar Algerije waar hij Indiase en Arabische wiskunde bestudeerde. Wellicht 

leerde hij daar de rij kennen. Men laat de rij ook wel met 1 en 1 beginnen in plaats van 0 en 1. 

 

. 

  

Invariantie  

 

`Invariantie` is een begrip uit de wiskunde en de theoretische natuurkunde. Invariantie houdt 

in dat de natuurwetten niet afhankelijk mogen zijn van de coördinaten waarin deze 

geformuleerd worden, en vooral bij verandering van referentiestelsel. Het begrip is voor het 

eerst geformuleerd door Galileo Galileï. 

In de toetsenplanimetrische theorie speelt dit begrip een rol met betrekking tot het 

ongewijzigd blijven van vingerzettingen in geval van de toepassing van wisselende evenredig 

zwevende stemmingen.  
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Constructie planimetrie toetsenbord 

  

Als eerste opzet construeren we 2 soorten kolommen, type I en type II, uitgaande van het 

gegeven dat iedere toets wordt omgeven door 6 andere toetsen, en uitgaande van 2 rijen per 

interval bestaande uit exponentiële reeksen van leidtoon-intervallen. Zowel rijen als 

kolommen verlopen diagonaalsgewijs. 

De constructie verloopt als volgt (zie figuur 6): 

 
Fig. 6 

 

We kiezen een bepaald interval, bijvoorbeeld het octaaf, hetgeen volgens de eerder 

geformuleerde vergelijkingen volgt uit x = 3. We tekenen een horizontale lijn, de X-as. Op 

deze lijn bepalen we de breedte A-B van het octaaf-interval: 16,5 cm. Op dit lijnstuk beginnen 

we van links naar rechts vanaf A de breedtes van de leidtoonintervallen af te strepen. Het 

aantal malen dat we dit doen is de waarde van x = 3. Vanaf de eerste streep gaan we 2 cm // 

de Y-as omhoog, evenzo bij de tweede en derde streep, zodat we bij P aankomen, dat zich dus 

op 3 . 2 = 6 cm afstand van de X-as bevindt. Vervolgens dezelfde procedure vanaf B, maar 

dan van rechts naar links, maar dan (x-1) maal, is dus 2 maal. Dit geeft Q, op afstand van 4 

cm onder de X-as. Vervolgens tekenen we lijnstuk PQ en bepalen het midden van dit lijnstuk 

= M. De projectie van  M op de X-as is M1 .  Dit punt M1  markeert precies de grens tussen de 

major en de minor van het interval, in dit geval, namelijk voor x = 3,  grenzen de kwint en de 

kwart hier aan elkaar. Trekken we het lijnstuk  M- M1  nu door totdat we op de bovengrens 

van de eerstvolgende toets na (x - 1) = 2 hetgeen dus (x - 1) + 1 = 3 komen, dan  vinden we de 

lengte van de toets, die de bouwsteen van de gehele planimetrie vormt.  

De projectie van PQ in cm op de Y-as is gelijk aan 2[x + (x-1)] = 4x – 2. De lengte van de 

toets is echter (4x – 2)/2 + 2 = (2x + 1) cm. Voor x = 3 is de toetslengte  7 cm.   
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Feitelijk zijn er nu 3 rijen geconstrueerd. De bovenste en de middelste rij vormen het interval 

inclusief de van dit interval afgeleide subintervallen, waarvan we zijn uitgegaan. De onderste 

rij vormt als het ware de aanloop naar het eerstvolgende interval, dat grenst aan het interval 

waarvan we zijn uitgegaan,  met dezelfde afmetingen. We verkrijgen dan van links naar rechts 

een aaneenschakeling als volgt:  

interval - interval
1  

- interval
11 

– interval
 111 

– enzovoort.  

In beginsel is het nu ook mogelijk om het aantal rijen naar boven en naar beneden uit te 

breiden. 

Voor andere waarden van x  geldt de navolgende berekeningsprocedure voor de bepaling van 

de intervalbreedte en de toetsbreedte: 

  

Intervalbreedte  = 16,5 / log2 / log interval  

                             = log interval / log 2 . 16,5 cm. 

toetsbreedte       = intervalbreedte / log interval / log leidtoon  

= log leidtoon . intervalbreedte / log interval cm. 

 

De hierna volgende figuren tonen ons de planimetrieën voor de x-waarden van  2, 3, 4 en 5. 

 
 Fig. 7     

In figuur f zien we de major 2/1 = 4/2 van het interval 3/1 (= 6/2). Feitelijk zien we hier de 

anhemitoonse pentatonische toonladder in 3-limit stemming: op de bovenste rij de 

opeenvolging van de leidtoon-intervallen c-f, f- bes, en op de rij daaronder:  d-g, g-c
1
 , zodat 

dus tot aan c
1  

daarbij
  
betrokken zijn de noten  

c, f, bes / d, g. 
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Fig. 8 

De cijfers in de afbeelding vormen de verhoudingsgetallen der intervallen. 

Wanneer het octaaf (12/6) 16,5 cm wordt gedacht te zijn,dan is de breedte van een enkele 

toets afgerond gelijk aan 2,8 cm. 

Ter vergelijking: de toetsbreedte van een witte toets op de 12-toons piano is 16,5/7 = 2,35 cm. 

Wanneer we de bovenste rij toetsen van links naar rechts volgen tot aan het einde van de 

minor, en van daar overstappen op die toets die het eindpunt van de minor markeert en 

vandaar uit verder gaan tot aan het einde van het octaaf-interval, dan hebben we 7 toetsen die 

te samen de 7-tonige pythagoreïsche toonladder vormen. Noemen we de meest linkse toets c, 

dan bestaat deze tonenreeks dus uit: c-d-e / f-g-a-b.  
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Fig. 9 

Deze toetsenconstellatie leent zich voor het zichtbaar maken – zij het slechts fragmentarisch! -  

van een zogenaamde zigeunertoonladder, waarin immers verschillende diatonische halve  

toons afstanden voorkomen. De zigeunertoonladder impliceert een hemitoons vijftonige 

gamelantoonladder. 

Reine grote terts geeft in samenhang met de kwart een diatonische halve toon. 
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 Fig. 10 

Kwinten, grote en kleine reine tertsen, en de chromatische halve toon. 
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Eigenschappen  van planimetrieën bij gegeven x-waarden  

  

Vervolgens onderzoeken we de nadere eigenschappen van de aldus geconstrueerde 

planimetrieën. 

Hiervoor is al vastgesteld dat er, naast rijen,  2 soorten kolommen, type I en type II, 

onderscheiden kunnen worden, uitgaande van het gegeven dat iedere toets wordt omgeven 

door 6 andere toetsen, en uitgaande van 2 rijen per interval bestaande uit exponentiële reeksen 

van leidtoon-intervallen. Zowel rijen als kolommen verlopen diagonaalsgewijs, en daarom 

bestaat er geen principieel verschil tussen rijen en kolommen, omdat ze alle 

diagonaalsgewijze voorkomen in de planimetrie. Het blijkt nu dat het aantal rijen dat de X-as 

binnen een gegeven interval snijdt steeds gelijk is aan 2. Het aantal kolommen van type I dat 

binnen een interval de X-as snijdt bedraagt (2x – 1), en het aantal kolommen van type II dat 

de X-as binnen een interval snijdt, bedraagt (2x + 1). Zie figuren 7, 8, 9 en 10; in figuur 11 

zijn de aantallen van de kolommen type I en II aanschouwelijk voorgesteld. 

 
Fig. 11 
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In de planimetrie zijn ook kolommen te onderscheiden waarvoor geldt dat de toetsen niet aan 

elkaar grenzen. Het aantal kolommen van dit type, dat de X-as snijdt, blijkt 4x te zijn, met 

andere woorden de som van (2x – 1) en (2x + 1). In figuur k is dit voor kolomtype III 

uitgebeeld voor de waarde van x = 3; het aantal kolommen type III dat de X-as snijdt bedraagt 

dus 12. Ook wordt nu nog een andere wetmatigheid duidelijk, namelijk:  

De projectie op de Y-as van de afstand tussen 2 opeenvolgende toetsen van een kolom 

van een bepaald type, is gelijk aan het aantal kolommen van dit type dat de X-as snijdt.  

De afstand tussen twee opeenvolgende toetsen van kolomtype III bij de waarde van x = 3 is 

dus 4 . 3 = 12 cm. 

 
 Fig. 12 
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 De vectoriële richtingen van de kolomtypes I, II, III enzovoort volgen in hun onderlinge 

posities ook een bepaalde wetmatigheid. Beginnen we te beschouwen de vectoriële richtingen 

van achtereenvolgens de rijen en kolom type I, dan ligt de vectoriële richting van kolom type 

II binnen de hoek die de beide voorgaande vectoriële richtingen met elkaar vormen. Dit geldt 

ook voor de hoek van de vectoriële richting van kolom type III ten opzichte die van II en I, 

enzovoort. In toenemende mate zullen de hoeken van de verschillende kolomtypen ten 

opzichte van de Y-as kleiner worden, als is er ook een zekere fluctuatie binnen de grenzen, 

die steeds worden bepaald door de hoeken der vectoriële richtingen van de kolommen.  

  

  

In de voortgang van de detectie van nog andere typen kolommen ( IV, V, VI enzovoort ) is er 

nu meer dan slechts 1 weg. Immers de aantallen van een bepaald type kolommen komt voort 

uit optelling van de aantallen kolommen der voorafgaande types. Uit optelling van het aantal 

rijen en het aantal kolommen type I volgt het aantal kolommen type II; en uit optelling van de 

aantallen van type I en II volgt het aantal kolommen type III.  Om nu de aantallen te vinden 

van de hierna volgende typen kolommen, kunnen we nu twee wegen volgen, namelijk:   

  

-         optellen (2x + 1) + 4x; vervolgens  4x + ( 6x + 1); enzovoort. 

-         optellen (2x – 1) + 4x; vervolgens  4x + ( 6x – 1); enzovoort. 

  

  

De eerste mogelijkheid levert de navolgende reeks op: 

  

interval                majeur                   mineur                         leidtoon-interval 

  

2                             1                            1                                  1 – 1 = 0 

(2x – 1)                   x                            (x – 1)                         x – (x – 1) = 1 

(2x + 1)                  (x + 1)                    x                                 (x + 1) – x = 1 

4x                           (2x + 1)                 (2x – 1)                       (2x + 1) – (2x – 1) = 2 

(6x + 1)                  (3x + 2)                 (3x – 1)                       (3x + 2) –  (3x – 1) = 3 

(10x + 1)                (5x + 3)                 (5x – 2)                       (5x + 3) –  (5x – 2) = 5    

  

etc. 

  

Het kolommenaantal  per x
2
 / (x

2 
– 1) is onafhankelijk van x, hetgeen een invariante 

eigenschap is voor elke planimetrie. 

In de getallenreeks van dit leidtoon-interval x
2
 / (x

2 
– 1) herkennen we de rij of reeks van 

Fibonacci.     

Voorts blijkt betreffende de kolommenaantallen per gegeven interval invariantie te bestaan 

voor verschillende x-waarden.  Dit komt aan het licht door de verschillende aantallenreeksen 

voor verschillende x-waarden met elkaar te matchen. 

In onderstaand overzicht per x-waarde achtereenvolgens interval, major, minor, leidtoon-

interval. 
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Octaaf, kwint, kwart 

  

      x = 2                   x = 3              x = 4              x = 5                                       x = 7 

      2    1   1  0      

      3    2   1  1 

      5    3    2  1         2   1  1  0   

      8    5    3  2         5   3  2  1       2    1  1  0  

    13    8    5  3         7   4  3  1       7    4  3  1       2    1  1  0  

    21  13    8  5       12   7  5  2       9    5  4  1       9    5  4  1 

    34  21  13  8       19 11  8  3                             11   6  5  1                              2    1  1  0  

    55  34  21 13      31 18 13 5                                                                           13   7  6  1   

                                                                                                                           15   8  7  1 

  

Grote terts 

  

 x = 4                  x = 5                  x = 9 

  

 2    1  1  0 

 7    4  3  1           2    1   1   0 

 9    5  4  1           9    5   4  1 

16   9  7  2          11   6   5   1 

25 14 11 3          20  11  9   2       2    1  1  0 

                           31  17 14  3      17   9  8  1 

                                                    19   10 9  1 

    

Substitutie als toepassing in geval van invariantie 

  

Toepassing  van bovenstaande uitkomsten geeft ons de mogelijkheid substitutie toe te passen. 

  

Expressie van het leidtoon-interval x
2
 / (x

2 
– 1) voor de waarde van x = 9 geeft onder andere 

als resultaat: 

  

     17   9  8  1 

  

Hier staat dus dat het interval 5/4 verdeeld kan worden in een major met 9 kolommen en een 

minor met 8 kolommen, en voorts dat het leidtooninterval 81/80 wordt vertegenwoordigd 

door 1 kolom. 

Voor x = 5 vonden we onder andere een verdeling van het interval 3/2 in 31 kolommen, welke 

op hun beurt verdeeld kunnen worden in 17 kolommen voor het interval 5/4 en 14 kolommen 

voor het interval 6/5. Het leidtoon-interval, in dit geval de chromatische halve toon 25/24, 

wordt door 3 kolommen vertegenwoordigd. 

  

     31    17 14  3       

  

Nu kunnen we substitutie toepassen: 17 = 9 + 8. 

Voor de waarde van x = 4 kunnen we de alternatieve procedure volgen, namelijk:  

-         optellen (2x –  1) + 4x; vervolgens  4x + ( 6x – 1), enzovoort. 
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Dit leidt tot de navolgende reeks: 

  

Voor x = 4 

  

2         1  1  0 

9         5  4  1 

7         4  3  1 

     16        9  7  2 

 23      13 10 3 

 39      22 17 5              

  

Hier staat dat het 5/3 interval 39 kolommen vertegenwoordigt, welke te verdelen zijn in de 

major 4/3, bestaande uit 22 kolommen en de minor 5/4, bestaande uit 17 kolommen. Ook hier 

kunnen we substitutie toepassen: 17 = 9 + 8. 

Aangezien we voor x = 5 reeds vonden: 

  

    31     17  14  3     

  

kunnen we nu stellen dat het interval 6/5 gelijk is aan 14 kolommen. Aangezien de grote sext 

en de kleine terts tesamen een octaaf vormen, volgt hier uit: 

  

       39 + 14 = 53. 

  

  

  

Ook voor de waarde van x = 2 kunnen we de alternatieve procedure volgen, namelijk:  

  

-         optellen (2x –  1) + 4x; vervolgens  4x + ( 6x – 1), enzovoort. 

  

  

      x = 2       

               

                              

  2      1    1   0      

        5      3    2   1    

        3      2    1   1 

        8      5    3   2 

      11      7    4   3 

      19     12   7   5 

  30     19  11  8 

  49     31  18 13 

  

  

Uit bovenstaande reeksen volgt de correspondentie met de uitkomsten van de eerste procedure 

voor x = 3. De major van x = 2 is het interval van x = 3. En de minor van x = 2 is de major 

van x = 3. En het leidtoon-interval van x = 2 is de minor van x = 3. 
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Vervolgens beschouwen we het navolgende: 

  

 x = 3                                                                x = 7 

  

 31  18  13  5                                                   13   7   6   1   

  

Het kwart-interval 4/3 bestaat uit 13 kolommen en omvat major = 7/6  en minor = 8/7 met 

resp. 7 en 6 kolommen.  

  

Voor x = 4 verkrijgen we bij de tweede procedure: 

  

 23     13   10   3  

  

De kwart 4/3 wordt vertegenwoordigd door 13 kolommen en de grote terts 5/4 door 10 

kolommen. 

De grote sext = 5/3 bestaat dan uit 23 kolommen. Aangezien voor x = 3 geldt: 

  

31      18  13  5                                                                            

  

kunnen we hieruit afleiden dat de kleine terts 6/5 wordt vertegenwoordigd door 8 kolommen. 

Aldus kunnen wij een octaaf construeren door  6/5 bij 5/3 op te tellen: 23 + 8 = 31. 

Conclusie: voor x = 4 is het mogelijk octaven te construeren met kolommenaantallen van 

zowel 31 als 53; voor een octaaf verkrijgen we dan de reeks: 

 

       

          9 

        22 

        31 

        53 

  

  

Op overeenkomstige wijze is het met bovenstaande gegevens mogelijk aan te tonen dat voor x 

= 5 octaven te construeren zijn met 19, 34 en 53 kolommen. 

Nu kan de eerste procedure worden toegepast: 

 

-         optellen (2x + 1) + 4x; vervolgens  4x + ( 6x + 1); enzovoort. 

 

Voor de kwint krijgen we: 

 

         9    5   4  1 

       11    6   5  1 

       20  11   9  2        

       31  17 14  3       

 

De getallen ( 11    6   5  1 ) corresponderen met 19 e.t., ( 20  11   9  2 ) met 34 e.t.,  en ( 31  17 

14  3 ) met 53 e.t. 
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Vergelijking van planimetrieën  x = 3, x = 4 and x = 5 laat zien dat vooral de 

kolommenaantallen per octaaf 31, 53 and 19 naar voren komen. 

Het aantal 31 rijst op uit x = 2, x = 3, x = 4 en x = 7.  Let wel 4 maal! 

Het aantal 53 rijst op uit x = 4, x = 5 and x = 9. 

En het aantal 19 rijst op uit x = 2, x = 3 and x = 5.  

 

 

C Het Indische toetsenbord  

 
De kwart en de grote terts 

 

Het Indische toetsenbord is gebaseerd op de planimetrie voor x-waarde 4. In deze planimetrie 

is niet het octaaf, zoals in geval van de planimetrie die ten grondslag ligt aan Bosanquet, 

Fokker en Terpstra, maar de grote sext (5/3) het basisinterval. De grote sext is te ontbinden in 

een kwart en een grote terts. Het product van een kwart en een grote terts is een grote sext:  

4/3 . 5/4 = 5/3. Hieruit volgt dat ook de reine diatonische halve toon, zijnde een leidtoon-

interval, tot expressie komt in deze planimetrie. Dat deze planimetrie zich bij uitstek eigent 

om de grote terts weer te geven, blijkt uit het feit dat zowel de majeur als de mineur hele toon 

tot expressie komen in de planimetrie. 

 

Evenredig getempereerde stemmingen  

 

In reine stemming (JI) is de diatonische halve toon op de x=4 planimetrie 16/15 zoals de hele 

toon op de x=3 planimetrie 9/8 is (Zie sectie B: theorie). 

Echter, op de planimetrie met x-waarde 4 is in geval van evenredig zwevende stemming de 

diatonische halve toon een “middentoon”, zoals op de planimetrie met x-waarde 3 de hele 

toon in evenredig zwevende stemming dit ook  is.  Op de x=3 planimetrie vertegenwoordigt 

de middentoon 9/8 en 10/9. Op de x=4 planimetrie vertegenwoordigt de middentoon 16/15 en 

15/14. 

 

 

De voordelen van het Vos keyboard met betrekking tot 7-limit toonladders  

 

Niet drie maar vier richtingen zijn optisch herkenbaar op het Vos toetsenbord, dat gebaseerd 

is op de x=4 planimetrie. De drie richtingen die bepaald zijn door het gegeven dat iedere toets 

wordt omgeven door 6 andere toetsen zijn  

1. Schuin oplopende rijen van diatonische halve tonen,  

2. Oplopende kolommen van diësen,  

3. Schuin dalende kolommen, waarop alternerend de kleine terts vertegenwoordigd wordt.  

Horizontaal, d.w.z. loodrecht op de diësen-kolommen, zijn alternerend onderbroken 

toetsenreeksen zichtbaar. Dit is dus de 4e richting. Deze alternerend onderbroken 

toetsenreeksen vertegenwoordigen het interval 7/6, dat zo'n belangrijke rol speelt in de 7-limit 

toonladders. Dergelijke toonladders zijn gunstig gepositioneerd op het Vos toetsenbord. 
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Fig. 13.  53-toons octaafblok op het Vos toetsenbord dat gebaseerd is op de planimetrie x = 4, 

en vergelijkbaar met het ontwerp van  J.P. White for 53 e.t. zoals gepubliceerd in Helmholtz’ 

boek “Sensations of tone”. Van boven naar beneden duiden de getallen op octaafverdelingen: 

53 e.t., 31 e.t., 22 e.t. en 9 e.t. 

 

Een spectaculaire eigenschap van dit ontwerp is de herkenbaarheid van het kwart-interval en 

de intervallen waarin de kwart kan worden ontbonden: 7/6 and 8/7.  Het kwart-interval en de 

intervallen 7/6 en 8/7, en daarmee ook het leidtoon-interval 49/48, komen duidelijker tot 

expressie dan op de toetsenborden van Bosanquet, Fokker en Terpstra, die gebaseerd zijn op 

de planimetrie voor de x-waarde 3. 

In de 53 e.t. octaafverdeling  is het kwart-interval 22 stappen, het 7/6 interval  12 stappen, en 

het interval 8/7  10 stappen. De diësis wordt gevormd door 2 stappen. Voorts vormen rijen 

van 7/6  interval-stapelingen (7/6)
n
   die  lijken op een slendro toonladder, en eveneens een 

horizontaal 3/1-interval ~ (7/6)
7
. 
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Fig. 14. Intervallen  gerelateerd aan de 1/1 toets op het Vos toetsenbord.  In plaats van het 

interval 16/15 kan ook het interval 15/14 toegankelijk worden gemaakt. En in plaats van het 

interval 15/8 het interval 28/15. 

 

In deze figuur kan de harmonische toonladder als volgt worden getraceerd:  

1/1 – 9/8 – 6/5 – 4/3 – 3/2 – 8/5 – 28/15 – (2/1). In de zigeunertoonladder 7/5 in plaats van 

4/3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

20 



Het Indische keyboard geprojecteerd op de planimetrie van het Terpstra keyboard 

 

 
 

Fig. 15. Toepassing van het Indisch toetsenbord concept op het Terpstra toetsenbord.  

 

Het blijkt globaal een vier-octaafs concept te zijn. De octaven lopen naar beneden zoals een 

rivier omlaag stroomt, onder gelijktijdige stijging van toonhoogte. In het centrale gedeelte van 

het toetsenbord is in nummers een 53 e.t. octaafblok afgebeeld. De  nummers geven de 

stappen - "komma´s" - in 53 e.t. aan.  

Het kleurenpatroon is gebaseerd op het 5-limit Matrix Model waarin drie witte rijen in het 

midden, daarboven de groene chromatische verhogingen (kruisen) van de middelste witte rij 

en daaronder de bruine chromatische verlagingen (mollen) van diezelfde middelste witte rij. 

De resterende toetsen, boven en beneden in het Matrix Model, zijn, als achter horizonten 

verdwijnende toetsenlandschappen, zwart gekleurd.   
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Fig. 16. Toonladders in 53 e.t., d.w.z. Indisch toetsenbord concept, op het Terpstra 

toetsenbord.  

Groen: majeur diatonische toonladder– bruin: melodische toonladder – rood: harmonische 

toonladder – blauw: zigeuner toonladder. 

 

 

 

 

Nabeschouwing   

 

In deze verhandeling wordt de visie ontvouwd dat leidtoon-intervallen toegang verlenen tot 

andere richtingen van intervalstapelingen. Eveneens komt het fenomeen middentoon in geval 

van getempereerde stemmingen in relatie tot leidtoon-intervallen aan de orde. Dit fenomeen is 

verbonden met toetsenbordontwerpen. De pythagorese hele toon, d.w.z. 9/8, vertegenwoordigt 

op verborgen wijze 5-limit muziek. De onthulling verschijnt zodra de er op volgende epimoor 

wordt toegevoegd, d.w.z. 10/9.  De diatonische halve toon, d.w.z. 16/15, verwijst, ook op een 

verborgen wijze, naar 7-limit muziek, omdat dit interval is verbonden met 15/14. De 

chromatische halve toon, d.w.z. 25/24, ontsluit 11-limit (alhoewel op indirecte wijze) en 13-

limit velden in de muziek. De chromatische halve toon omvat de diëse, d.w.z. 49/48, zodra het 

rekenkundig midden van dit interval wordt genomen. Hoewel het theoretisch mogelijk is tot 

het oneindige te gaan in het onderzoek van halve tonen, diësen, komma’s, enzovoort, heeft het 

waarschijnlijk  niet zo veel zin om verder te gaan dan het onderzoek van de chromatische 

halve toon met betrekking tot de muziek zoals wij die kennen.    
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